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УДК 517.946 
ИНТЕГРАЛЬНАЯ ФОРМУЛА ДЛЯ СИСТЕМ ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО ТИПА ПЕРВОГО 
ПОРЯДКА С ПОСТОЯННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ В НЕОГРАНИЧЕННОЙ 
ОБЛАСТИ 
Ф.Р. Турсунов 
Самаркандский государственный университет 
E-mail: farhod.tursunov.76@mail.ru 
 
Аннотация. В работе предлагается интегральная формула для линейных систем 
эллиптического типа первого порядка с растущими вектор - функциями удовлетворяющими 
данной системе в неограниченной области. 
Ключевые слова: Неограниченная область, интегральная формула, вектор – функция.  
 
Birinchi tartibli o‘zgarmas koeffisientli elliptik tipdagi tenglamalar sistemasi uchun  
chegaralanmagan sohada integral formula 
Annotatsiya.  Ishda birinchi tartibli o‘zgarmas koeffisientli elliptik tipdagi tenglamalar 
sistemasi  uchun chegaralanmagan sohada o‘suvchi vektor - funksiyalar uchun integral formulaning 
o‘rinli ekanligi keltirilgan. 
Kalit so‘zlar: Chegaralanmagan soha, integral formula, vektor -  funktsiya. 
 
The integral formula for first-order elliptic systems with constant coefficients in an unbounded 
domain 
Abstract.In this note we present a formula for the solutions of systems of first-order differential 
equations of elliptic type of a special class in an unbounded domain.  
Keywords: Unbounded domain, integral formula, vector- function. 
 
В работе предлагается интегральная формула для системы эллиптического типа первого 
порядка с растущими вектор функциями удовлетворяющими данной системе в неограниченной 
области. 
 Пусть G  односвязную область в mR , 2m   с кусочной–гладкой   границей G .  
Пусть, ),...,,( 21 mxxxx    и ),...,,( 21 myyyy    точки m  мерного Евклидового 
пространства 
mR , 3m    и    
T
m
T xxxx ),...,,( 21   транспонированный вектор x . 
 Вводим следующее обозначение: 
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)(xE - диагональная матрица, m - площадь поверхности единичной сферы 
mR . 
 Через )(xA nl обозначим класс матриц )(
TxD , элементами   которых являются  
линейными формами с постоянными коэффициентами из  С   удовлетворяющие  условию: 
 
2 0*( ) ( ) ( )T TD x D x E x u  
где )(*
TxD -  сопряженная  матрица к  
В области  G  рассмотрим эллиптичной систем дифференциальных уравнений  
( ) 0D u x
x
 
 
 
                                                              (1)   
)()( xAxD nl
T

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Обозначим через  ( )H G  класс вектор - функций непрерывных в G G G   и 
имеющих непрерывную производную первого порядка, удовлетворяющую вG  систем  (1).   
Если ( ) ( )u y H G , то верна следующая  интегральная формула типа Коши  [1] т.е. 
( ) ( , ) ( ) ,y
G
u x M y x u y dS

  x G
                                      (2) 
где  
0
2
( , ) * ( ),Tm
m
C
M y x E u D D t
r x
    
    
   
1
( 2)
m
m
C
m 


 
1 2( , ,.., )mt t t t  - единичная внешняя нормаль, проведенная в точке y  на поверхности 
.G  
 В работе [2] для гармонических функций в неограниченной области приведена 
интегральная формула со специальным ядром. В статье используя метод, приведенный в [2] 
получено интегральное представление для рассматриваемая система.  
Формула (2) верна, если вместе 
2
m
m
C
r 
 подставим функцию вида: 
2
( , ) ( , ),m
m
C
y x g y x
r 
                                                           (3) 
где ( , )g y x  гармоническая функция при .y x  Формула (3) доказано в работе [2]. 
Используя методику работы [3], [4] функцию ),( xy  определяем следующим 
образом. 
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где ( ) expm mK x x  и ),( xy  определяется формулой: 
1
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du x y если m k k
S w x u a
y x
K w
x y если m k k
S w x
           (4)  
Пусть ( )K w , w u iv   целая функция вещественная при вещественном w  и 
удовлетворяющая условиям ( ) 0K u  , 
sup ( ) ( , ) , 0,1,2,....p p
u R
v K u iv M p u p

      
При обозначениях формулу (2) можно написать в виде  
( ) ( , ) ( ) ,y
G
u x N x y u y ds

  x G                                               (5) 
где  0( , ) ( ( , ) ) * ( )TN y x E y x u D D t
x
 
   
    
  
. 
Пусть G  конечносвязная неограниченная  область в mR , 2m   с кусочно –гладкой 
границей G .  Предположим , что для  ( ) ( )u y H G  при каждом фиксированном x G  
выполняется условие 
lim ( , ) ( ) 0
R
y
R
G
N y x u y ds



                                                       (6) 
где  : , \ , 0R R RG G y y R G G G R
      тогда верна формула (5). 
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Действительно, для области RG  верна формула (5), т.е.  
( ) ( , ) ( ) ,
R
y R
G
u x N x y u y ds x G

  . 
Но  
( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )
R R
y y y
G G G
N x y u y ds N x y u y ds N x y u y ds  
  
   
. 
Учитывая условие (6), приR  получим  
( ) ( , ) ( ) ,y
G
u x N x y u y ds x G

  . 
Теперь приведем интегральную формулу для конкретной неограниченной области. 
Пусть )3(  mRG m  неограниченная область, лежащая внутри слоя наименьшей ширины, 
определяемой неравенством 
,0 hym 


h ,     0 , 
причем граница области G  гладкая и простирается до бесконечности. Предположим, что для 
некоторых 00 b  площадь поверхности G  удовлетворяет условию 
 0 0exp y
G
b ch y ds

   ,                                                                      (7)                                                    
для произвольной    00 .          
Пусть ( ) ( )u y H G удовлетворяет условию роста  
2 2 2
2 2 1 1( ) exp exp ' , , , ' .... mu y C y y G y y y                                          (8)    При
0   в (4) положим: 
1 1 0( ) ( 2 ) exp
2 2
k
m
h h
K w w x h w bchi w b chi w  
    
          
    
         (9)                             
где 
1
2 2
1 1 0 0
1 1
, 0 , 0 , 0, cos , 0, ln ,
2
m m
h
w i u y x h b b b
h
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

 
            
 
 
k -натуральное число, p - целое  неотрицательное число. 
 Тогда верно интегральное представление (5). Действительно, 
1 1 0
1 1 0
2 2 2 2
1 1 1 0 0
exp
2 2
expRe
2 2
exp cos cos ,
2 2
m m m
h h
w bchi w b chi w
h h
w bchi w b chi w
h h
y bch u y b ch u y
  
  
      
    
        
    
    
         
    
    
            
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так как                           
1 1
1 1
0
,
2 2 2 2
2 2 2 2 2
m
h
y
    
 
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 
      
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Следовательно  
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1 1 0
0 0 0
cos cos 0,
2 2
cos cos 0,
2 2
m
m
h h
y
h h
y
  
  
 
    
 
 
    
 
 
и 2mw x h   не обращается в нуль в области G  то при фиксированном x G  и y  ,   
y G G   для ( , )Ф y x  получим асимптотическую оценку 
 1 1 0 0 1
( , )
( , ) exp ' ' , 0    

       i
Ф y x
Ф y x O ch y b ch y
y
. 
Тогда выполняется условие (6) и верна интегральная формула (5). 
Справедлива следующая теорема: 
Теорема 1. Пусть ( ) ( )u y H G удовлетворяет условию роста  
( ) exp (exp ' ) , , ,u y o y y y G      (10) 
и граничному условию роста 
,exp
2
cosexp)( 11 











 y
h
yaCyu m  0a ,      Gy  .                   (11) 
Тогда, если 10    , то справедлива интегральная  формула (5). 
Доказательство. Рассечем область G  плоскостью 
2
m
h
y   на две области   
1 2: 0, 0 , : 0,
2 2
m m m m
h h
G y y y G y y y h
   
          
   
 . 
Для области 1G  определяем 1( )K w  формулой: 
1 1( ) ( )exp ,
4 4
h h
K w K w chi w chi w   
    
        
    
                                    (9’) 
где ( )K w определяется формулой  (9), 10, 0, 2 , 0
2
m
h
x          . При этих 
обозначениях верна оценка (8). Действительно,   
2 2
1
2 2
exp exp cos
4 4 4
exp exp exp ' ,
m
h h h
chi w chi w ch u y
ch u y
       
    
        
                 
        
        
 
так как ,
2 4 2 2 2
m
h h
y
  
  
 
        
 
и 0cos cos 0
4 4
m
h h
y  
 
    
 
, 
то при 1,2,...,i m  и для фиксированного x G  получим: 
 0
( , )
( , ) exp exp ' , ,  

        i
Ф y x
Ф y x O y y y G G
y
.                     (12) 
Пусть ( ) ( )u y H G  и  
( ) exp exp(2 ) ' , 0u y C y        .                                    (13) 
Выберем   из неравенства 2 2      . Тогда для области 1G  выполняется условие (6), 
следовательно, верна следующая интегральная формула:  
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1
( ) ( , ) ( ) ,y
G
u x N y x u y dS

  1x G                          (14)   
 Теперь для области 2G  выбираем 2 ( )K w  в следующем виде: 
 2 1 1( ) ( )exp ,
2
h
K w K w chi w h chi w   
  
      
  
 
где  1 1, 0, 0
2 4
h h
h      . Проводя аналогичные выкладки, можно убедиться в 
справедливости  интегральной формулы для области 2G  
2
( ) ( , ) ( ) ,y
G
u x N y x u y dS

  2x G                        (15) 
Пусть вектор функция ( ) ( )u y H G  удовлетворяет граничному условию роста (11), тогда 
верны формулы (14) и (15), при этом при наличии условия (11) интегралы в (14) и (15) сходятся 
равномерно относительно параметра 0   для всех x G  и  0  .  Положим в этих 
формулах 0  , и объединяя полученные формулы найдем 
( ) ( , ) ( ) ,y
G
u x N y x u y dS

  x G                                (16) 
причем  ( , )Ф y x  определяется формулами (4), в которых ( ), mK w w iv y   определяется из (9’)  
где положено 0  .Формула (16), доказанная при 
2
m
h
x  , согласно принципу гармонического 
продолжения  верна для x G  . При условии (11) формула (16) верна для 1 0  .  Пологая 
1 0    придем к доказательству теоремы. 
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